Examen Sysémes Polyimiaux

K[z1,...,z,] ouK est un corps, &signe les polyomes ency, ..., x,.
Dans la suit€ f1, . . ., f,.» désigne l'iceal engends par lesf;.

On notedeg(m) = 3", a; le degé total du modmem = z{" - - - 29",
On fixe < un ordre admissible et on note:

Notation Definition Exemple lorsque, = y* + 522 + 22
p= Zle Cimy; m; monomes pour I'ordre< lexicographique
my > Mg > ... ¢; € K coeficients avec <y <uw

deg(p) = max{deg(m;)} | degretotal deg(po) = 3

Im(p) = my leadingmonomial Im(py) = 2*

le(p) = leading codicient le(po) =5

lt(p) = cymy leadingterm lt(py) = 52
Par extension on notelg S) = {lt(p) | p € S} si S estun ensemble de polymes.
Sim =z - 2% etm’ = 2 - . 2%, on notdem(m, m') = xllnax(al”gl) . gmax(an,fn)
Sip = Zle ¢;m; est un poly@me deK|zy,. .., z,], on dit qu'il esthomognesi

deg(m;) = deg(p) pour touti. On noteE I'ensemble des polyimes homognes
deK[zy,...,x,] et

Eq = {pe E|deg(p) = d} u {0}

C’est un espace vectoriel de dimension finie.

Le but de ce prol@me est de fournir un algorithme pour calculer rapidement la
série de Hilbert-Poincag d’'un d’idéal (et donc en particulier la dimension et le
dege®).

Un idéal I est dithomogenesi I = (f1,..., f.) ou lesf; sont dangv.

Si I est un ial homogne, on noté{; : N — N

H;(d) = dim(Ey/I) avec Iy =1 n Ey

1 Serie de Hilbert-Poincaré

On admetle theo®me suivant:

Théoreme 1 Il existed, € N tel que pourd > dy , H;(d) = P;(d) ou P; est un
polyndme de dedg¥e; < n. (On consi@ére que) est un polydme de degr—1.)
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La trie de Hilbert-Poinc#&r est la érie ¢erératrice assoée H:
oe}
HP(T) = ) Hi(d)T*
d=0

Montrer que pour tout polydmeP de deged, P(X)— P(X —1) estun polydme
de degé d — 1. Montrer par écurrence su¢; que (1 — 7)™ x HP;(T) est un
polyndbme.

Dans la suite on not€7 ) le polynrdbme(1 — 7)™ x HP,(T).

Que vaut(l»(0) ?

2 Exemple simple

Pour 'exemplen = 2, I = {(x129,23) (n = 2), calculer explicitementi;,HP; et
LI
Dans la suite on not€fy, ..., fo ) = {{f1,.-., fs)-

3 Escalier

On noteM I'ensemble des mdmes del, pourm,m’ € M on notem|m’ si et
’

seulement st e M.

Une partieS de M est nomngeescaliersi

a € S implique Vb € M tel que bla, be S

Est-ce qu'une parti& de M est une base de Goner ?

SiI c K[zy,...,z,] estun ical, et< un ordre admissiblel7 est une base de
Grobner pouk alors I'escalier assogi/ (note S(7)) estl'ensemble des mémes
m € M qui ne sont pasaductibles paé;. Expliquer rapidement comment trouver
S(I) et que, eciproquement, partir d’'un escali€ron peut retrouver les termes
de tte d’'une base de GwnerG(S). Silm(G(S)) = {m4,...,m,}, onécritS =
{myq,...,m,) eton dit quem,, ..., m, forment un systme de cogrérateurs de
S.



4 |deal quotient

Si f est un poly@me et/ un idéal on efinit

I:(f)={9eE|fgel}

Montrer rapidement qué : (f) est un icéal. Dans le cas particulier ol =
(xit---xin), c'est lidéal I est engendr par un seul mamem = xi* - - -z,
by

etm’ est aussi un m@mem’ = ;' --- 2’ donner une formule explicite pour
{m) : (m') (dans la suite on note simplement: m').

5 Coupure horizontale

SoientS un escalier deM etmy € S. On poseS’ = {m € S tel que mg|m},
Sp=95\9" etsS; = {mﬂo |m e S’}. Montrer quesS; et .S, sont des escaliers.

On nomme ce prak, coupure horizontalele S par le pivotm,.

On peut toujours supposer gdes’écritS = (by, ..., by, mobp11, - . ., mob,), avec
mo 1 b; pouri = 1,..., h. Montrer alors que

Si :<m07bl>-'->bh> ets, :<bl:m(]a'--abh:m07bh+17'-'7br>'

6 Serie de Hilbert

On cfinit maintenant laé&rie de Hilbert pour une partie quelcongtiele M (et

plus seulement pour un escalier) par les formiles = ».° d,7" avecd; =
Card{a € S|deg(a) =i} puis¢{S) = (1 —T)" x HPg.

Pour simplifier, on notera encore dans la sdite,, . .., a,)» = Lay,...,a, ).

Soit S une partie deF, si S = S; U Sy avecS; N Sy = & montrerdS) =
(81 + (52

Pour un moBmem, on cefinit I'escalier transl&Tr (S, m) commeétant{m x s|s € S},
prouverd Tr(S,m)) = T9e(™) x (S,

En déduire une formule simple poktS) dans le cas d’'une coupure horizontale
de pivotm.



7 Coupure verticale

On suppose qu’'on peut couper I'ensemble des variables en deux blocs disjoints
{x1,...,z,} = X7 U X5 (avecX; n X, = ) tels que si

S" = {s € S| s estun mobme compos uniquement des lettres dg }

alorsS” = S\’ est consité de modmes compdss uniquement des lettres de
Xos.

Exprimer de faon simpl€.S)), en fonction de{S")) et{S").

8 Cas terminal

Montrer que :

Lz, ...zt = H(1 — T%)

(commencer par le cas = 1).

9 Algorithme de calcul de la €rie

En déduire un algorithme &réral pour calculet{a, ..., a,) (on utilisera dans
un premier temps seulement les coupures horizontales

10 Algorithme F5

Cette question, plus difficile, ne sera abeedqu’apes avoir traie compétement
les piecedentes.

Soientfy, ..., f,, des poly@mes deE de dege total2. On noteG; la base de
Grobner de{fy, ..., f;}. Sion fixe un deg¥d, I'algorithme F; gérere la matrice
suivante:
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ou lest;, ', ... sont des modmes de de@s< d — 2 satisfaisant le crére suivant:
Critere deFs: t f; estdans la matricd, sit ¢ Id(HT(G;-1)).

OnnoteU,;(n) le nombre de lignes d&, faisant intervenif fi, . . ., f;}. Montrer
que:
Ford > 2
n+d—2 3
Ugi(n) =i- ( g ) - Zi Ua—2,(n)
J=
A~ H_J
nombre de moimes critere dev

de dege< d —2
En admettant que les matricds sont non singuéres montrer que:

1-7"

="y



