
Examen Syst̀emes Polyn̂omiaux

Krx1, . . . , xns oùK est un corps, d́esigne les polyn̂omes enx1, . . . , xn.
Dans la suitexf1, . . . , fry désigne l’id́eal engendŕe par lesfi.
On notedegpmq “

řn
i“1 αi le degŕe total du mon̂omem “ xα1

1 ¨ ¨ ¨ xαn
n .

On fixeă un ordre admissible et on note:

Notation D́efinition Exemple lorsquep0 “ y3 ` 5x2 ` xz

p “
řk

i“1 cimi mi mon̂omes pour l’ordreă lexicographique
m1 ą m2 ą . . . ci P K coefficients avecz ă y ă x
degppq “ maxtdegpmiqu degŕe total degpp0q “ 3
lmppq “ m1 leadingmonomial lmpp0q “ x2

lcppq “ c1 leading coefficient lcpp0q “ 5
ltppq “ c1m1 leadingterm ltpp0q “ 5x2

Par extension on noteraltpSq “ tltppq | p P Su siS est un ensemble de polynômes.
Sim “ xα1

1 ¨ ¨ ¨ xαn
n etm1 “ xβ1

1 ¨ ¨ ¨ xβn
n , on notelcmpm,m1q “ x

maxpα1,β1q
1 ¨ ¨ ¨ xmaxpαn,βnq

n

Si p “
řk

i“1 cimi est un polyn̂ome deKrx1, . . . , xns, on dit qu’il esthomog̀enesi
degpmiq “ degppq pour touti. On noteE l’ensemble des polyn̂omes homog̀enes
deKrx1, . . . , xns et

Ed “ tp P E | degppq “ du Y t0u

C’est un espace vectoriel de dimension finie.
Le but de ce problème est de fournir un algorithme pour calculer rapidement la
série de Hilbert-Poincaŕe d’un d’idéal (et donc en particulier la dimension et le
degŕe).
Un idéalI est dithomog̀enesi I “ xf1, . . . , fry où lesfi sont dansE.
Si I est un id́eal homog̀ene, on noteHI : N ÞÑ N

HIpdq “ dimpEd{Idq avec Id “ I X Ed

1 Śerie de Hilbert-Poincaré

Onadmetle théor̀eme suivant:

Théorème 1 Il existed0 P N tel que pourd ą d0 , HIpdq “ PIpdq où PI est un
polyn̂ome de degŕe eI ă n. (On consid̀ere que0 est un polyn̂ome de degŕe ´1.)
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La śerie de Hilbert-Poincaré est la śerie ǵeńeratrice associée HI :

HPIpT q “
8ÿ

d“0

HIpdqT d

Montrer que pour tout polyn̂omeP de degŕed, P pXq´P pX´1q est un polyn̂ome
de degŕe d ´ 1. Montrer par ŕecurrence sureI quep1 ´ T qeI`1 ˆ HPIpT q est un
polynôme.
Dans la suite on notexxIyy le polyn̂omep1 ´ T qn ˆ HPIpT q.
Que vautxxIyyp0q ?

2 Exemple simple

Pour l’exemplen “ 2, I “ xx1x2, x
3
1y (n “ 2), calculer explicitementHI ,HPI et

xxIyy.
Dans la suite on notexxf1, . . . , fsyy “ xxxf1, . . . , fsyyy.

3 Escalier

On noteM l’ensemble des mon̂omes deE, pourm,m1 P M on notem|m1 si et
seulement sim

1

m
P M.

Une partieS deM est nomḿeeescaliersi

a P S implique @b P M tel que b|a, b P S

Est-ce qu’une partieX deM est une base de Gröbner ?
Si I Ă Krx1, . . . , xns est un id́eal, etă un ordre admissible,G est une base de
Gröbner poură alors l’escalier associé I (not́eSpIq) est l’ensemble des monômes
m P M qui ne sont pas réductibles parG. Expliquer rapidement comment trouver
SpIq et que, ŕeciproquement, partir d’un escalierS on peut retrouver les termes
de tte d’une base de GröbnerGpSq. Si lmpGpSqq “ tm1, . . . ,mru, on écrit S “
xm1, . . . ,mry et on dit quem1, . . . ,mr forment un syst̀eme de coǵeńerateurs de
S.
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4 Idéal quotient

Si f est un polyn̂ome etI un idéal on d́efinit

I : pfq “ tg P E | f g P Iu

Montrer rapidement queI : pfq est un id́eal. Dans le cas particulier ouI “
xxa1

1 ¨ ¨ ¨ xan
n y, c’est l’idéal I est engendré par un seul mon̂omem “ xa1

1 ¨ ¨ ¨ xan
n ,

et m1 est aussi un mon̂omem1 “ xb1
1 ¨ ¨ ¨ xbn

n donner une formule explicite pour
xmy : pm1q (dans la suite on note simplementm : m1).

5 Coupure horizontale

SoientS un escalier deM et m0 P S. On poseS 1 “ tm P S tel que m0|mu,

S1 “ SzS 1 etS2 “
!

m
m0

| m P S 1
)

. Montrer queS1 etS2 sont des escaliers.

On nomme ce proćed́e,coupure horizontaledeS par le pivotm0.
On peut toujours supposer queS s’écritS “ xb1, . . . , bh,m0bh`1, . . . ,m0bry, avec
m0 - bi pouri “ 1, . . . , h. Montrer alors que

S1 “ xm0, b1, . . . , bhy etS2 “ xb1 : m0, . . . , bh : m0, bh`1, . . . , bry .

6 Śerie de Hilbert

On d́efinit maintenant la śerie de Hilbert pour une partie quelconqueS deM (et
plus seulement pour un escalier) par les formulesHPS “

ř8
i“0 diT

i avecdi “
Card ta P S | degpaq “ iu puisxxSyy “ p1 ´ T qn ˆ HPS.
Pour simplifier, on notera encore dans la suitexxxa1, . . . , aryyy “ xxa1, . . . , aryy.
Soit S une partie deE, si S “ S1 Y S2 avecS1 X S2 “ H montrerxxSyy “
xxS1yy ` xxS2yy.
Pour un mon̂omem, on d́efinit l’escalier translat́eTrpS,mq comméetanttm ˆ s | s P Su,
prouverxxTrpS,mqyy “ T degpmq ˆ xxSyy.
En d́eduire une formule simple pourxxSyy dans le cas d’une coupure horizontale
de pivotm.
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7 Coupure verticale

On suppose qu’on peut couper l’ensemble des variables en deux blocs disjoints
tx1, . . . , xnu “ X1 Y X2 (avecX1 X X2 “ H) tels que si

S 1 “ ts P S | s est un mon̂ome compośe uniquement des lettres deX1u

alorsS2 “ SzS 1 est consitúe de mon̂omes compośes uniquement des lettres de
X2.
Exprimer de faon simplexxSyy, en fonction dexxS 1yy et xxS2yy.

8 Cas terminal

Montrer que :

xxxc1
1 , . . . , xcm

m yy “
mź

i“1

p1 ´ T ciq

(commencer par le casm “ 1).

9 Algorithme de calcul de la śerie

En d́eduire un algorithme ǵeńeral pour calculerxxa1, . . . , aryy (on utilisera dans
un premier temps seulement les coupures horizontales)

10 Algorithme F5

Cette question, plus difficile, ne sera abordée qu’apr̀es avoir trait́e compl̀etement
les pŕećedentes.
Soientf1, . . . , fm des polyn̂omes deE de degŕe total2. On noteGj la base de
Gröbner detf1, . . . , fju. Si on fixe un degŕe d, l’algorithmeF5 géǹere la matrice
suivante:
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Ad “

t1f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
t2f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
t1
1f2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

t1
2f2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

où lesti, t
1
j , . . . sont des mon̂omes de degrésď d´2 satisfaisant le crit̀ere suivant:

Crit ère deF5: t fj est dans la matriceAd si t R IdpHT pGj´1qq.
On noteUd,ipnq le nombre de lignes deAd faisant intervenirtf1, . . . , fiu. Montrer
que:
Ford ě 2 :

Ud,ipnq “ i ¨

ˆ
n ` d ´ 2

d ´ 2

˙

loooooooomoooooooon

nombre de mon̂omes
de degŕe ď d ´ 2

´
i´1ÿ

j“1

Ud´2,jpnq

loooooomoooooon
critère deF5

En admettant que les matricesAd sont non singulìeres montrer que:

HPIpT q “
p1 ´ T 2qm

p1 ´ T qn
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